
CPE 332 
Computer Engineering 

Mathematics II 
Week 7 

Part II, Chapter 6 
Queuing System Continue 

Extra: PRNG 
 



Topics 

• Single Server, M/M/1 
• Kendal Notation 
• Applications 

 



Queuing System Case 3: Delay System 
Limited Server=N; With Unlimited Queue 

System, N Server Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

λ < µ 

1. สมมตุวิา่ Customer แตล่ะคนทีเ่ขา้มาเป็น Poisson และไดรั้บการ Service จากระบบทันท ี
2. เวลาทีใ่ชใ้นการ Service เป็น Random สมมตุวิา่เป็น Exponential ดว้ยเวลาเฉลีย่ T 
3. ระบบสามารถรับ Customer ไดไ้มจํ่ากดั แตจ่ะ Service ไดส้งูสดุ N พรอ้มๆกนั  
4. ถา้ทกุ Server เต็ม Customer ใหมจ่ะตอ้งรอใน Queue ในกรณีนีจ้ะเกดิ Queuing Delay 
5. ระบบนีเ้รยีก M/M/N หรอื M/M/N/∞ แสดงไดด้ว้ย Simple Markov Model 
6. State Probability จะมกีารกระจายแบบ Second Erlang (Erlang C) Distribution 
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Queuing System Case 3: Delay System 
Server=1; With Unlimited Queue; M/M/1 

System, 1 Server Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

λ < µ 

1. สมมตุวิา่ Customer แตล่ะคนทีเ่ขา้มาเป็น Poisson และไดรั้บการ Service จากระบบทันท ี
2. เวลาทีใ่ชใ้นการ Service เป็น Random สมมตุวิา่เป็น Exponential ดว้ยเวลาเฉลีย่ T 
3. ระบบสามารถรับ Customer ไดไ้มจํ่ากดั แตจ่ะ Service ไดค้รัง้ละคน 
4. ถา้ทกุ Server เต็ม Customer ใหมจ่ะตอ้งรอใน Queue ในกรณีนีจ้ะเกดิ Queuing Delay 
5. ระบบนีเ้รยีก M/M/1 หรอื M/M/1/∞ แสดงไดด้ว้ย Simple Markov Model 
6. State Probability จะมกีารกระจายแบบ Second Erlang (Erlang C) Distribution 
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M/M/1: Summary 

S 
λ µ=1/Ts 

Arrival = Poisson, λ 
Inter Arrival Time = Exponential, 1/λ 
Service Rate, µ 
Service Time, Ts (1/µ) = Exponential 
Queue = FIFO 
1 Server 



Queuing Model(1 Server); 
M/M/1 

λ

0 1 N+1 N+2 X 

Queue = 0, No Delay Queue = Delay 

arrival rate 
1/Ts = service rate 
For each server 

sT/1=µ

Server วา่ง Server Busy 



การทาํงานของ M/M/1 

No Q Delay 
Queue Empty 

Delay 
Customer Wait in Q 

Severe Delay 
Queue Overflow (Full) 
Congestion 
Packet Lost 

State = 0 

State = 1 

State = x; Queue = infinity 

State = x; x = Q+1 

กรณีที ่Queue มขีนาดจํากดั = Q 



Kendal Notation 
 



Kendal Notation 
 



Kendal Notation 
 



Analysis ય઼�શ઼ M/M/1 
• สมมตุติอนแรกวา่ Queue มขีนาดไมจํ่ากดั 
• ใช ้M/M/1 ในการ Model แตล่ะ Port ของ Router (หรอื 

Switch L3) 
• Arrival คอืจํานวน Packet ทีเ่ขา้มาในชว่งเวลาหนึง่ ปกติ

วดัเป็น pps 
• ขนาดของ Packet สมมตุวิา่ไมแ่น่นอน แตม่กีารกระจาย

แบบ Exponential 
– Service Time ของแตล่ะ Packet จะเป็น Exponential ดว้ย ทัง้นี้

ข ึน้อยูก่บัคา่ Link Speed ของ Output Port 
• คา่ Server Utilization เทา่กบัอตัราสว่นของ Arrival 

Rate หารดว้ย Service Rate จะบง่บอกอตัราสว่นที ่
Server จะ Busy และคอื Link Utilization ของ Output 
Port ดว้ย 

µλρ /=



Queuing in Communication 
NW and M/M/1 

Arrival Rate Service Rate = 1/Service Time 

sTλµλρ == /

λ sT/1=µ



Example 
• Router ไดรั้บ Packet เฉลีย่ 8 pps 

– ความยาวของ Packet มกีารกระจายแบบ Exponential 
ดว้ยความยาวเฉลีย่ 500 Octet 

– Link ทีจ่ะสง่ออกไป มคีวามเร็ว 64 kbps 
• 1. Arrival Rate,λ = 8 pps 
• 2. ความยาวเฉลีย่ของ Packet = 4000 bit 
• 3. ความเร็ว Link = 64 k ดงันัน้ Service Time, Ts 

ของแตล่ะ Packet = 4000/64k = 1/16 
• 4. Service Rate(µ) = 16 pps 
• 5. Server Utilization = 8/16 =0.5 = 50% 



Assumption 
• 1. อยา่ลมืวา่ Packet ทีเ่ขา้มา ตอ้งเป็น 

Independent และ Random มันจงึเป็น 
Poisson 

• 2. ความยาวของ Packet จะสมมตุวิา่เป็น 
Exponential ดงันัน้ Service Time จะเป็น 
Exponential ดว้ย แมว้า่สมมตุฐิานนีจ้ะไม่
ถกูตอ้งนัก 

• 3. ม ีOutput Link เดยีว คอืเป็น Single 
Server 

• 4. ดงันีแ้ลว้ จงึจะเป็น M/M/1 



Utilization 
• Utilization บอกอตัราสว่นที ่Server จะ 

Busy และสมัพันธก์บั Probability ที ่
Queue จะวา่ง 
– Probability ที ่Server วา่ง 

• ใน Network คอืคอื Probability ที ่
Output Link จะ Busy ดว้ย  

ρ−1

sTλµλρ == /



Arrival Rate 

• เนือ่งจาก Arrival Rate มกีารกระจายแบบ 
Poisson ดงันัน้ถา้ให ้      เป็นอตัราเฉลีย่
ของ Customer (Packet) ทีเ่ขา้มาใน
ชว่งเวลา 1 วนิาท ี
– Probability ทีจ่ะม ีk customer (Packet) เขา้

มาในชว่งเวลา T วนิาทจีะหาไดจ้าก 
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Service Time 

•     เป็น Service Time เฉลีย่ และ Service 
Rate หาไดจ้าก 

• เนือ่งจาก Service Time เป็น Random 
Variable ทีม่กีารกระจายแบบ Exponential 
ดงันัน้ Probability ที ่Service Time จะมี
คา่นอ้ยกวา่ T จะเป็น 
 

sT
sT/1=µ

sTTeTtp /1)( −−=<



Queue Distribution 

• การกระจายของ Customer (State Probability) 
สามารถคํานวณไดจ้าก Probability ที ่ระบบ จะม ี
k Packet อยูด่งันี ้
 

• โดยที ่p0 คอื Probability ที ่ระบบ จะวา่ง 
 

• ดงันัน้ เราได ้
• กลา่วคอื การกระจายของ Customer ในระบบ 

หรอืคา่ State Probability จะเป็น Geometric 
Distribution  
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લ઼��હ્યસ઼દ્ઘ��� Customer હ્વ�����, N 
લ઼��લ઼��હ્યસ઼દ્ઘ���ય઼�શ઼ State, 𝐸𝐸[𝑋𝑋] 

จาก 𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑥𝑥 = 1 − 𝜌𝜌 𝜌𝜌𝑥𝑥 เราได ้
      𝐸𝐸 𝑋𝑋 = ∑ 𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑥𝑥∞

𝑥𝑥=0 = (1 − 𝜌𝜌)∑ 𝑥𝑥𝜌𝜌𝑥𝑥∞
𝑥𝑥=0  

    แตจ่าก (CPE231) ∑ 𝑥𝑥𝜌𝜌𝑥𝑥−1∞
𝑥𝑥=0 = 1

(1−𝜌𝜌)2
 

ดงันัน้  

  𝑋𝑋 = 1 − 𝜌𝜌 𝜌𝜌∑ 𝑥𝑥𝜌𝜌𝑥𝑥−1∞
𝑥𝑥=0 = 𝜌𝜌

1−𝜌𝜌
 



Queuing Delay 

• จาก Geometric Distribution คา่เฉลีย่ 
คอืจํานวน Customer เฉลีย่ คอืจํานวน 
Packet เฉลีย่ในระบบ จะหาไดจ้าก 
 
 

• ถา้คดิเฉพาะจํานวน Customer เฉลีย่ใน 
Queue เราจะได ้ 
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Queuing Delay 

• สําหรับ Network คา่เฉลีย่ จํานวน Packet 
เฉลีย่ใน ระบบ และใน Queue จะหาไดจ้าก 
 
 

• ถา้แตล่ะ Packet ตอ้งใชเ้วลาเฉลีย่ในการ 
Service       ดงันัน้ คา่ Queuing Delay 
จะเป็น  
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System Delay 

• แตล่ะ Packet ตอ้งใชเ้วลาเฉลีย่ในการ 
Service       ดงันัน้ คา่ Queuing Delay 
จะเป็น 
 

• และเวลาเฉลีย่ทัง้หมดทีล่กูคา้จะตอ้งรอใน
ระบบทัง้หมดจะเป็น  
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Little’s Theorem 

• ถา้ T เป็นเวลาเฉลีย่ทีล่กูคา้อยูใ่นระบบ และ 
λ เป็น Arrival Rate ดงันัน้จํานวนลกูคา้
เฉลีย่ในระบบจะเทา่กบั 
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สรุป M/M/1 

 



สรุป M/M/1 

 



สรุป M/M/1 

 



M/M/1 Example 1 
 

6 5 4 3 2 1 

S 

λ = ? 

µ = ? 



M/M/1 Example 1 
 



M/M/1 Example 1 
 



M/M/1 Example 1 
 



M/M/1 Example 1 
 



M/M/1 Example 2 
 

λ = ? µ = ? 



M/M/1 Example 2 
 



4.ธนาคารต้องจดัที่น่ังก่ีที่(รวมที่น่ังตอนใช้บริการ)เพื่อจะ
ให้แน่ใจว่าอย่างน้อย 80% ของผู้ที่เข้ามาจะได้น่ัง 



4.ธนาคารต้องจดัที่น่ังก่ีที่(รวมที่น่ังตอนใช้บริการ)เพื่อจะ
ให้แน่ใจว่าอย่างน้อย 80% ของผู้ที่เข้ามาจะได้น่ัง 

𝑥𝑥 = 9 



M/M/1 Example 3 
 



M/M/1 Example 3 
 



M/M/1 Example 3 



End of Chapter 6 
• HW6 Due Monday Noon 

– สง่ทีพ่ีห่นึง่เทา่นัน้ กอ่นเทีย่ง จันทร ์29 ก.พ. 
– ใสต่ะกรา้ หนา้โตะ๊ Counter อยา่สง่ผดิที ่
– เฉลยจะประกาศวันถัดไปบน Web 

• Next  
– Random Number Generator 
– Preparation for Midterm Exam 



Topics 

• Random Number and Properties 
• Random Number Test 
• Pseudo Random Number Generator 
• MT Exam Preparation 

 



Random Number 
• Random Number เป็น Set ของตวัเลขที่

สุม่ขึน้มาแบบอสิระ(Random) และไมข่ึน้ตอ่
กนั (Independent) โดยมคีา่การกระจาย 
(Distribution) ของชดุตวัเลข ตามที่
กําหนดแบบใดแบบหนึง่ 

• เลขแตล่ะตวัทีสุ่ม่จะตอ้งไมม่คีวามสมัพันธ์
กนั ทดสอบไดจ้ากคา่ Correlation 
 
 



મ઼��હ્વહ઼�શ઼�� Random Number 
• Gambling 
• Statistical Sampling 
• Simulation 
• Cryptography 
• Computer Games 
• Hash Algorithm/Searching Algorithm 



Random Number Generation 
• เป็นอปุกรณท์ีใ่ชเ้ป็นตวักําเนดิชดุของตวัเลข 

Random ทีต่อ้งการ 
– True Random Number Generator(TRNG)  

• ประกอบดว้ยอปุกรณ์ทาง Physic ทีใ่ชกํ้าเนดิตวัเลข 
• มกัจะไดจ้ากแหลง่กําเนดิของ Noise ทีเ่กดิตาม

ธรรมชาต ิ
– Thermal Noise/Shot Noise/Radioactive 

• หรอืใช ้Roulette Wheel 
– Pseudo Random Number Generator(PRNG) 

• Computational Algorithm จากสมการทาง
คณติศาสตร ์โดยเริม่จากตวัเลข “Seed” 

• มคีณุสมบตเิหมอืนกบัเป็น Random แตม่ ีPeriod และ
สามารถคํานวณลว่งหนา้ตามสมการได ้ 



PRNG: Pseudo Random Number Generator: 
Linear Congruential Generator 

• เริม่จาก “Seed”, 𝑋𝑋0 และคํานวณ Series 
𝑋𝑋1, 𝑋𝑋2, 𝑋𝑋3, … จากสมการ Recurrence 

 𝑋𝑋𝑛𝑛+1 = 𝑎𝑎𝑋𝑋𝑛𝑛 + 𝑏𝑏 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑚𝑚  
–  a, b และ m เป็น Integer ปกตจิะมขีนาดใหญ;่ จํานวนเลขสงูสดุ

ทีไ่มซ่ํ้ากนัจะถกูกําหนดดว้ยคา่ Modulus m 
• Sequence ทีไ่ดจ้ะมคีา่ระหวา่ง [0,m) หรอื 0 ≤ 𝑋𝑋 < 𝑚𝑚 
• Seed 𝑋𝑋0; 0 ≤ 𝑋𝑋0 < 𝑚𝑚  
• Multiplier 𝑎𝑎;  0 < 𝑎𝑎 < 𝑚𝑚 
• Increment 𝑏𝑏; 0 ≤ 𝑏𝑏 < 𝑚𝑚 
• ถา้ b = 0 เราเรยีก Multiplicative Congruential Generator หรอื Lehmer 

Generator มฉิะนัน้แลว้เราเรยีก Mixed Congruential Generator 
–  ตวัเลขทีไ่ดจ้ะมกีารกระจายแบบ Uniform ถา้ตอ้งการการกระจาย

แบบอืน่ จะใชก้าร Transformation 
–  Algorithm นีเ้รยีก LCG หรอื Linear Congruential 

Generator เป็นวธิทีีง่า่ยในการสรา้ง PRN 

 



Period of LCG 
• Period มคีา่ไดส้งูสดุคอื m เรยีก Full 

Period 
– บางกรณีจะไดน้อ้ยกวา่นัน้ ขึน้อยูก่บัการเลอืกคา่ 

‘a’ และในกรณีที ่b=0 
• Generator จะม ีFull Period ก็ตอ่เมือ่ 

(Hull-Dobell Theorem) 
– 1. b และ m เป็น Relative Prime 
– 2. a-1 จะตอ้งสามารถหารไดด้ว้ยทกุๆ factor 

ทีเ่ป็นคา่ prime ของ m 
– 3. a-1 จะตอ้งหารไดด้ว้ย 4 ถา้ m หารไดด้ว้ย 4 



Parameters used 
• สว่นใหญจ่ะใช ้LCG ที ่m มคีา่เป็นกําลังของ 

2 ทีน่ยิมมากสดุคอื 232 และ 264 
– MS Visual C++ ใช ้m=232, 

a=214013,b=2531011 
– MS Visual Basic 6 ใช ้m=224, 

a=1140671485,b=12820163 



લ઼�ઙ્ખ દ્ભઢ્ઢ��ઙ્ઘ� LCG 
• มขีอ้ดคีอืคํานวณไดง้า่ย แตใ่ห ้Series ของ 

Random Number ทีม่คีณุสมบตัพิอประมาณ
เทา่นัน้ เพราะใหค้า่ Serial Correlation สงู 
– ไมเ่หมาะกบัการนําไปใชใ้น Monte Carlo 

Simulation 
– ไมเ่หมาะกบัการนําไปใชใ้น Cryptography 

• สามารถสรา้งไดจ้ากวงจร Linear Feedback 
Shift Register(LFSR) 
– ปกตวิงจรนีจ้ะผลติ Stream ของ bit 

• ได ้Uniform Distributed PRNG 



 



PRNG ����� હ્યહ઼�� 
• Blum Blum Shub 
• Wichmann-Hill 
• Multiply with Carry 
• Mersenne Twister (นยิมมากสดุ) 
• Park-Miller 
• RC4 
• Rule 30 



Randomness Test 
• เพือ่หา Pattern ในชดุ หรอื Series ของตวัเลข 

– ซึง่ไมค่วรจะมอียูถ่า้ชดุตวัเลขเป็น Random และ 
Independent อยา่งแทจ้รงิ 

• ใชใ้นการทดสอบ และเปรยีบเทยีบ Algorithm ตา่งๆ 
ทีใ่ชผ้ลติ PRNG โดยใชพ้ืน้ฐานจาก 
– Statistical Test ทดสอบจากคณุสมบตัทิางสถติ ิ

• Diehard Tests ประกอบดว้ยชดุของ Test 
• TestU01 library ประกอบดว้ย utilities สําหรับ

statistical testing ของ uniform RNG 
– Transform ดคูณุสมบตัเิมือ่ Transform 

• Hadamard Transform(Generalized FT) 
– Complexity ความซบัซอ้นของตวัเลข 

• Kolmogorov complexity 

https://en.wikipedia.org/wiki/Software_library
https://en.wikipedia.org/wiki/Statistical_test
https://en.wikipedia.org/wiki/Statistical_test


Midterm Preparation 
• เก็บ 35 เปอรเ์ซน็ต ์
• ไมม่กีาร Make Up  
• สอบ 3 ชัว่โมง บทที ่1-6 

– Monday 7 March; 13:30 – 16:30 
• ตอ้งใชเ้ครือ่งคดิเลข 

– รุน่ตามทีค่ณะประกาศเทา่นัน้ หา้มใชอ้ปุกรณ์อืน่ๆ 

• สมการทีสํ่าคญัจะใหม้า ไมต่อ้งจํา 
• 6 ขอ้ บทละ 1 ขอ้ รวม 6 ขอ้ เลอืกทาํ 5 ขอ้ 

– 5 ขอ้ 50 คะแนน คดิเป็น 35 % 



 

สมการทีใ่ห ้
ในการสอบ MT 



Review દ્મ�દ્ધય઼����મ઼દ્ભ�� 
• Chapter 1: Vector 

– Magnitude/Direction/Unit Vector 
– Direction Cosine 
– Component Vector/Position Vector 
– Dot/Cross Product and Properties 
– Equation of Line and Plane, Angle of Vectors 

• Chapter 2: Matrices 
– Types of Matrices, Minor, Cofactor, Diagonal 
– Determinant by Expansion 
– Inverse of Matrix 
– Rank/Reduced Matrix (Process of Elimination) 
– Homogeneous/Non Homogeneous Linear Eq. 



Review દ્મ�દ્ધય઼����મ઼દ્ભ�� 
• Chapter 3: Eigen Value/Vector/Diag 

– Eigenvalues 
– Eigenvectors 
– Diagonalization 
– Symmetric/Orthogonal Matrix 

• Chapter 4: Probability 
– Conditional Probability/Bayes Rule 
– Random Variable 
– CDF/PDF/PMF; Poisson/Exponential Distribution 
– Expectation Concept 
– Mean, Mean Square, Variance 
– Joint Random Variable, Correlation/Covariance 



Review દ્મ�દ્ધય઼����મ઼દ્ભ�� 
• Chapter 5: Random Process 

– Stationary/Ergodic 
– Autocorrelation/Cross Correlation 
– Counting/Poisson Process/Birth and Death Process 
– MarKov Model; Global Balanced Equation 
– Simple MarKov Model; Detail Balanced Equation 

• Chapter 6: Queuing System 
– M/M/1 Concept 
– Arrival Rate/Inter Arrival Time 
– Departure Rate/Service Time 
– Utilization, P[X=k], P[X<=k] 
– Average Customer(System/Q), Time(System/Q) 
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